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Ziel. Dieses Dokument formuliert den Gibbs-KMS-Satz im endlichen Matrizfall in der Form
(0) Definitionen (1) Voraussetzungen (2) Theorem (3) Beweis.

Der Haupttext ist bewusst als reiner mathematischer Beweistext geschrieben. Die Abbildung auf
den Lean-Formalismus von REALOQS wird separat in einem Anhang dokumentiert.

Standardreferenzen. Fir die Entstehung und Standardform der KMS-Randbedingungen
vgl. Kubo [1], Martin-Schwinger [2] und Haag-Hugenholtz-Winnink [3]. Fir die etablierte
operatoralgebraische Standarddarstellung vgl. Bratteli-Robinson [4] sowie die komprimierte
Ubersicht von Dereziniski-Pillet [5]. Insbesondere wird dort fiir den endlichen Fall explizit die

Gibbs-Formel (e-FH 1)
Tr(e P7 A
A= e 4
ws(4) Tr(e=PH)
und die zugehoérige KMS-Randbedingung fiir die Heisenberg-Dynamik 7,(A) = el Ae~itH
hervorgehoben [5].

(0) Definitionen

(0.1) Die Indexmenge 2

Sei 2 eine endliche, nichtleere Menge. Wir verwenden €2 ausschliellich als Indezmenge der Zeilen
und Spalten der im Folgenden betrachteten Matrizen. Die Menge € trigt selbst keine algebraische
oder topologische Struktur. Der folgende Satz héngt nur von der Endlichkeit und Nichtleerheit
von €2 ab und gilt unabhéngig davon, welche konkrete Menge gewéahlt wird.

(0.2) Die Matrixalgebra A = Mat((2, C)

Fiir einen Korper K sei
Mat(Q,K) :={A|A: QxQ— K}

die Menge aller Abbildungen €2 x Q — K, aufgefasst als 2 x Q-Matrizen iiber K. Fiir A, B €
Mat(Q2, K), A € K und i,j €  definieren wir

(A + B)z] = Aij + Bz’j, ()\A)l] = )\AZJ
Fir K = C definieren wir die Matrixmultiplikation

keQ

Die Endlichkeit von 2 stellt sicher, dass diese Summe stets wohldefiniert und endlich ist. Das
Einselement ist (1);; := d;;. Ferner definieren wir die Involution

(A%)ij = Aji
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und die Spur

1€
Die Spur erfiillt insbesondere die Zyklizitdit
Tr(AB) = Tr(BA) fir alle A, B € Mat(Q2,C),
denn Tr(AB) = 37, >k AikBri = > >_; BriAix = Tr(BA).

Mit diesen Operationen ist
A = Mat(Q2,C)

eine endlichdimensionale, assoziative, unitale C*-Algebra. Sdmtliche algebraischen Eigenschaften
— Assoziativitdat der Multiplikation, Existenz des Einselements, Figenschaften der Involution und
der Spur — folgen aus den obigen Definitionen iiber dem Koérper C. Die Indexmenge €2 bestimmt
lediglich die Dimension der Algebra.

(0.3) Die Randmatrix L und der Hamiltonoperator H

Es sei
L € Mat(Q,R)

eine reelle {2 x (2-Matrix mit Eintrdgen L;; € R fiir ¢, € Q. Aus L wird durch kanonische
Einbettung R < C der Hamiltonoperator

H := H(L) € Mat(Q2,C), H;j .= L;j
definiert.

(0.4) Die Dynamik
Fir t € R definieren wir . .
oy (A) := e 1t At (Ae A).
(0.5) Gibbs-Gewicht, Normierung und Zustand
Fir 8 > 0 definieren wir

Gg=ePH Zg :=Tr(Gp), P = Zﬁ_lGﬁv pp(A) = Tr(psA).

(1) Voraussetzungen

(1.1) Algebraischer Trager
Die in (0.1) definierte Menge € sei endlich und nichtleer. Dann ist die in (0.2) definierte Algebra
A = Mat(Q2,C)

eine endlichdimensionale, assoziative, unitale C*-Algebra.

(1.2) Symmetrie von L und Hermitizitat von H
Die in (0.3) definierte Matrix L erfiille
L €Mat(Q,R) und L' =L.
Dann ist der in (0.3) definierte Hamiltonoperator H hermitesch, denn fiir alle 7, j € Q gilt
(H")ij = Hji = Lji = Lji = Lij = Hij,
wobei fﬂ = Lj; wegen Lj; € R und Lj; = L;; wegen LT = L benutzt wurde. Also H* = H.
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(1.3) Exponentialadditivitdt und Dynamik

Da H € Mat(€,C), ist die matrixwertige Exponentialfunktion z +— e*# wohldefiniert. Fiir alle
z,w € C kommutieren die Matrizen zH und wH (denn beide sind skalare Vielfache desselben
Operators H), und daher gilt

e(z+w)H — ot qwH (z,w € (C)

Wir setzen
U = et U = e,

Da H = H*, folgt (U;)* = e(tH)" = ¢tH" — ¢itH — 7+ und ebenso (U;")* = U;”. Somit sind U5
unitar, und die Dynamik
a; (A) =U; AU

ist ein *-Automorphismus auf A.

(1.4) Gibbs-Operator, Normierung und Zustand

Sei ferner § > 0. Da H hermitesch ist, besitzt H reelle Eigenwerte A,..., A, (mit n = |Q|).
Daher gilt

n
Zg = Tr(e_BH) = Z e P >0,
k=1

da jeder Summand e~#* > 0 und die Summe wegen |Q2| > 1 nichtleer ist. Insbesondere ist Z3
reell und positiv, sodass ZB_l existiert. Die kanonische Gibbs-Dichtematrix und der zugehorige
Zustand sind daher wohldefiniert:

ps =25 e gs(A) = Tr(pg A).

(1.5) Form der KMS-Bedingung
Fir alle A, B € A fordern wir die Existenz einer Funktion
Fyp:C—C
mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fa,p ist auf dem offenen Streifen {z € C | 0 < Iz < S} holomorph,
(b) Fa p ist auf dem abgeschlossenen Streifen {z € C | 0 < Iz < 5} stetig,

(c) fur alle t € R gilt
Fap(t) = ¢p(ay (A)B),

(d) fur alle t € R gilt
FA’B(t +ip) = G (BO(;(A))

Dies ist die hier verwendete Form der KMS-Bedingung.

(2) Theorem

Satz (Gibbs-KMS im endlichen Matrixfall). Sei Q eine endliche, nichtleere Menge, sei A =
Mat(Q,C) die in (0.2) definierte C*-Algebra, sei L € Mat(Q,R) mit LT = L, und sei 3 > 0.
Verwende die in (0.3)—(0.5) eingefiihrten Objekte

H:= H(L), oy (A) := e 1t it 0p(A) = Tr(Zﬁ_le*BHA), Zg = Tr(e PH).

Dann ist pg ein (o, B)-KMS-Zustand auf A im Sinne der in (1.5) formulierten Bedingung.
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(3) Beweis

(3.1) Hermitizitdt und unitidre Zeitentwicklung

Aus LT = L wurde in (1.2) bereits komponentenweise gezeigt, dass H* = H. Daraus folgt, dass
Uti unitér sind und die Exponentialadditivitit e*TW)H = ¢2HewH il wie in (1.3) begriindet.

(3.2) Kommutativitidt von pg mit der Dynamik

Per Definition ist
pg=2g le=PH
Sowohl e #H als auch e *# sind Exponentialausdriicke desselben Operators H. Wegen der in

(1.3) gezeigten Exponentialadditivitdt kommutieren sie:

e—ﬂH e—ltH —B—it)H —it—-B)H _ e—ltH 6_5H.

:e( :e(

Also gilt pg U; = U; pg.

(3.3) Invarianz des Gibbs-Zustands
Fir A€ Aund t € R gilt

pplay (A)) =Tr(ps Uy A(U;)7)
(U /),BA U7))  (wegen pg Uy = Uy pg)
(U)*U; pgA) (Zyklizitat der Spur, vgl. (0.2))
=Tr(pg A) (Unitaritat: (U, )*U; =1)

Also ist g invariant unter o~ .

(3.4) Wahl des KMS-Kerns
Fir feste A, B € A definieren wir

Fap(z):=Tpge “HA*HB), z € C.
Da z +— e % und z + ¢*# ganze (d.h. auf ganz C holomorphe) Matrixfunktionen sind und
Tr eine stetige Linearform auf dem endlichdimensionalen Raum Mat(Q2, C) ist, ist auch Fa p
eine ganze Funktion. Insbesondere ist F4 g holomorph auf dem offenen Streifen 0 < 3z < 8 und
stetig auf seinem Abschluss.

(3.5) Untere Randbedingung

Fir reelles ¢ erhdlt man unmittelbar

FA B TI(PB e ltHAeltHB)
~ psar (4)B)
= ¢p(ay (A)B).

Damit ist Bedingung (1.5)(c) erfillt.
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(3.6) Obere Randbedingung
Sei t € R. Wegen der Exponentialadditivitat (vgl. (1.3)) gilt

o—itHB)H _ (—it+B)H _ BH et PAHBH _ (it=B)H _ itH ,~BH

Also folgt

Fap(t+iB) = Ta(pg e H At PR B).

Da pg = Zgle_ﬁH, erhélt man

%] eBH — Zgle_BHeﬂH = Zgll.

Somit

Fap(t+i8) = 25" To(e A e P1 B).

Nun wenden wir die Zyklizitdt der Spur an (Tr(XY) = Tr(Y X), hier mit X = e 7 AciH ynd
Y = e #H B) und rotieren e~?# B nach vorne:

Fap(t+i8) = Z5" T(e " Be M A )
= Trps B ay (A))
= ¢p(Bay (4)).

Damit ist Bedingung (1.5)(d) erfullt.

(3.7) Schluss: Erfiillung der KMS-Definition
Aus den Schritten (3.3) bis (3.6) folgt:

(i)

B8>0 (Voraussetzung),
g ist invariant unter o~ (Schritt 3.3),

fir alle A, B € A existiert ein Kern F4 g, der auf dem offenen Streifen holomorph, auf dem
abgeschlossenen Streifen stetig ist (Schritt 3.4)

und die beiden Randgleichungen F4 g(t) = pg(a; (A)B) sowie Fu g(t +if) = ¢g(B oy (A))
erfiillt (Schritte 3.5-3.6).

Das ist genau die in (1.5) formulierte KMS-Bedingung. Damit ist das in Abschnitt (2) formulierte
Theorem bewiesen:

@p ist ein (o, B)-KMS-Zustand auf Mat((2,C).

Prazisionshinweise

1.

Abstraktheit von (). Der Satz gilt fiir jede endliche, nichtleere Menge ). Die Menge 2
dient ausschlieflich als Indexmenge; simtliche algebraischen Eigenschaften stammen aus der
Konstruktion von Mat(€2, C) iiber C.

Minus-Orientierung. Die Standardliteratur formuliert oft mit 7;,(A) = e Ae= Hier
wird bewusst die dquivalente Minus-Orientierung o; (A) = e *H Ae verwendet.

Partitionfunktion. Die Positivitdt Zg > 0 wurde in (1.4) explizit aus der Hermitizitét von
H und der Nichtleerheit von 2 hergeleitet.

. Geltungsbereich. Der Satz ist vollstdndig korrekt im endlichen Matrixkontext; er ist nicht

bereits der thermodynamische oder AQFT-volle Grenzfall.
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Anhang A: Abbildung auf den Lean-Formalismus von REALOQS

Lesekonvention. Dieser Anhang ist rein optional. Er dokumentiert, wie die mathematischen Ob-
jekte des Haupttextes auf den aktiven Lean-Pfad in REALOQS abgebildet werden. Die Dateinamen
sind relativ zu REALOQS/PillarB/AQFT/ bzw. REALOQS/PillarB/AQFT/Derived/ zu lesen.

Standardliteratur Vorliegender Formalismus / Lean-Objekte Lean-Modul

Endliche Observable-Algebra  Endliche Matrixalgebra A = Mat(Q2, C); BoundaryMatrixCStar.lean

B(H) bzw. M, (C) Matrix-C*-Struktur auf Mat Omega

Hermitescher Komplexifizierung der reellen symmetrischen Matrix L; BoundaryMatrixFullExp.lean

Hamiltonoperator H = H* Objekt fullHamiltonian und Hermitizitit aus LT = L

Exponentialabbildung e*# Banachalgebra-Exponential auf Matrizen; Objekt BoundaryMatrixFullExp.lean
hamExp; Additivitdt via hamExp_add

Heisenberg-Dynamik Minus-Orientierung: unitaryFromLMinus, BoundaryMatrixFullExp.lean;

7}@4)::6”H14e_”H unitaryFromLPlus, fullBoundaryDynMinus und BoundaryMatrixFullDynamics.
CM; (A) — e*itHAeitH

Gibbs-Gewicht e ## Objekt gibbsOpCoreAtBeta mit Gy = e #H# BoundaryMatrixFullKMSFromL.

Partitionfunktion Lean-typisiert als boundaryDensityZAtBeta BoundaryMatrixFullKMSFromL.

Zg = Tr(e PH) = RTr(e”?); im endlichen hermiteschen Fall die BoundaryMatrixDensityState.
iibliche reellwertige Partitionfunktion

Dichtematrix pg = ZglefﬁH Objekt densityMatrixCoreAtBeta BoundaryMatrixFullKMSFromL.

Gibbs-Zustand Objekte boundaryDensityStateMatAtBeta und BoundaryMatrixFullKMSFromL.

wg(A) = Tr(pgA) boundaryDensityStateAtBeta

Analytischer KMS-Kern auf Objekt fullKMSKernelMinusAtBeta mit BoundaryMatrixFullKMSFromL.

dem Streifen Fa,p(2) = Tr(pge™* Ac*7 B)

Analytizitat des Kerns Objekt fullKMSKernelMinusAtBeta_differentiable; BoundaryMatrixFullKMSFromL.

daraus Holomorphie auf dem offenen Streifen und
Stetigkeit auf dem Abschluss

Untere Randgleichung Objekt fullKMSKernelMinusAtBeta_re_boundary mit BoundaryMatrixFullKMSFromL.
Fan(t) = ps(o; (A)B)

Obere Randgleichung Objekt fullKMSKernelMinusAtBeta_top_boundary mit BoundaryMatrixFullKMSFromL.
Fap(t+iB) = ¢s(Boy (A))

Invarianz des Gibbs-Zustands Objekt BoundaryMatrixFullKMSFromL.
boundaryDensityStateMatAtBeta_invariant_fullDynMinus

Zusammenbau zum Repo-Form IskMS; Objekte KMS.lean;

KMS-Satz boundaryDensityState_isKMS_minus_atBeta und als BoundaryMatrixFullKMSFromL.

Bundle boundaryFullKMSMinusAtBeta

Korollar. Unter denselben Voraussetzungen existiert im Lean-Repo der gebiindelte Zeuge
boundaryFul LKMSMinusAtBeta

als C*-KMS-Zustand auf der Minus-Branch-Dynamik. Dieser Bundle-Satz ist keine zusdtzliche
Mathematik, sondern der formale Zusammenschluss des im Haupttext bewiesenen Gibbs—KMS-
Satzes mit dem zugehdrigen Dynamik- und Zustandsobjekt.
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