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1 IDEAL-Trunk (pri-geometrisch,
SG/ST als p.c.f.-Approximanten)

Literaturkontext. Die hier verwendeten SG/ST-Approximanten werden als graphische Ap-
proximationen p.c.f. selbstahnlicher Mengen im Sinne der Fraktalanalysis verstanden.[1, 2]

1.1 Alphabet, Worter, Notation
Fixiere einen Typ e € {SG, ST} und setze

S, = {07 1a 2}3 ® — SGa
* " 140,1,2,3}, e=ST.

Fiir L € Ny sei S die Menge aller Worter w = (wy, ..., wy) der Linge L iiber S, mit SO = {(}.
Fiir ein Symbol a € S, und m € Ny bezeichne o™ das Wort (a, . ..,a) der Lange m (bei m =0
das leere Wort). Konkatenation von Wortern schreiben wir durch Nebeneinanderstellen.

1.2 Symbolische Vertexmengen und constant-tail Identifikation

Fiir jedes Level L > 0 definiere die Rohmenge

Vi = SF x S, mit Elementen (w,1).

Constant-tail Erzeugerrelation. Definiere fiir jedes L > 1 die kleinste Aquivalenzrelation ~,
auf VL, die fur alle r € {0,1,..., L — 1}, alle Prafixe u € S] und alle i # j € S, die Identifikation
erzwingt:

L) ~n (gt ),

Fiir L = 0 setze ~ als Gleichheit auf Vp = {0} x S,.

(wijl=

Quotienten-Vertices. Setze
Ve =Vi/ ~L, [(w,i)]~p, € VE.
1.3 Kanonische Inklusion (Fixpunkt-Padding)
Fur 0 < ¢ < L definiere
wsr Ve = Ve s ([(wyi)]e,) = [(wit 4 d)]

(Die Wohldefiniertheit folgt, da die Erzeugerrelationen durch Anhéngen eines konstanten Tails
wieder Erzeugerrelationen auf Level L induzieren.)



1.4 Level-L-Kanten und Loop-Ausschluss

Fixiere ein Trunk-Level L.« € Ny und setze V := Vimx.
Definiere die (einfache) Kantenmenge

E:=FE] = { {z,y} CV : Jw € Skmax,
Ji # j € S,
L= [(w7i)]NLmaX’ Y= [(w7j)]NLmax7

1.5 Randmenge B, (Corner-Vertices im Trunk)

Definiere fiir jedes i € S den Randknoten

by i= [(iTmex, 4)] ev, By:={bj: icS,}CV.

~
Lmax

(1.5a) Kanonische Ordnung auf Wortern und Reprasentanten. Wir verwenden die
lexikographische Ordnung auf SF (Vergleich an der ersten Position, an der sich zwei Worter
unterscheiden). Fiir Paare (w,i) € Skmax x S, definieren wir

(w,1) <lex (W',7) <= (w <jex w') oder (w =w' und i < 7').

(1.5b) Kanonische Reprisentantenabbildung und Vertex-IDs. Fiir z € V definiere die
(nichtleere) Menge der Reprisentanten

Rep(z) i= {(1,4) € Vi + [(w,1)]ms,. =}
Definiere den kanonischen Repréasentanten
repr(z) := min<__ Rep(z).
Ordne V strikt total durch z <y <= repr(x) <jex repr(y) und definiere die kanonische ID
id(z) := rank<(z) € {0,1,...,|V|—1}.
Damit ist min(V) wohldefiniert als das eindeutig bestimmte x € V' mit minimaler id(z).
(1.5¢) Deterministische Matrixkonvention (Subsets). Fiir jede Teilmenge U C V fixieren

wir die Reihenfolge der Elemente als aufsteigend nach id. Jede Submatrix My y (2.B. (Ln)u,v)
ist als Hauptuntermatrix in dieser Ordnung zu verstehen.

(1.5d) Ordnung der Randknoten. Wir identifizieren By = {b; : i € Se} mit der geordneten
Liste (b;)ics, in aufsteigender Symbolordnung. Alle Randvektoren/Matrizen (z.B. ¥, A,,) werden
in dieser Ordnung dargestellt. Analog ordnen wir By, = {by,; : i € So} stets als (by;)ics, -

1.6 IDEAL-Hinweis zur Energierenormierung

Fiir ¢ = SG ist die Standard-Energierenormierung rsg = 3/5 (dquivalent Skalierung (5/3)™)
etabliert.[1, 3] Fiir ¢ = ST wird kein universeller offener Zahlenwert behauptet; wir fithren
stattdessen

r« € (0,1)

als Modellparameter (abhéngig von der gewéhlten harmonischen Struktur) und setzen r, = rsg
im SG-Fall.



2 REAL-Graph als pra-0OQS (vNext.3-canonical)

2.1 Numerische Kanonisierung (float64-deterministisch)

Wir arbeiten deterministisch in IEEE float64 und definieren
E€mach ‘= eps(ﬂoat64)7 €floor ‘= v/ Emach> € = Efloor; €0 ‘= max{rfmax’ gﬁoor}-

Geltungsbereich, Regularisierung und Rand-Constraint (Scope). Die Operatoren A,
Ap . und die Widerstandsmetrik d,, werden hier als numerisch implementierbare Gréfien in
IEEE float64 definiert. Dazu gehoren die deterministischen Regularisierungen dg gloh, dx (1, w)
und Jdr (Cholesky-/Solve-Stabilisierung); diese sind Teil der Definition und ersetzen in der
Implementationsschicht die nicht-robuste exakte Inversion/Pseudoinversion. Physikalisch sind sie
keine Modellparameter, sondern eine maschinenprézisionsgetriebene Stabilisierung (Grenzfall:
exakte Arithmetik = § — 0).

Die Randenergie-Summe Sgootm ist als Ziel-Constraint formuliert: Wird \,, per Bracketing+Bi-
sektion gefunden, so gilt die Erhaltung bis auf die numerische Toleranz; falls die A-Suche
fehlschlagt, wird deterministisch A, := 0 gesetzt und der Schritt als numerisch invalid markiert
(dann ist die Erhaltung nicht garantiert). Mit der Fixierung aller Schalter/Defaults (insbeson-
dere d,, mp, op) sowie der deterministischen Tie-break-Regeln ist die Dynamik vollstdndig
deterministisch.

2.2 Parameterreduktion (kanonisch)

Fixiere L.x und setze
Lint =1, Kpax := max{Lpax — 1,0}.

Fir Kpax > 1 definiere Skalenweights

Tk
*
ap = E=1,..., Kmax,

Z;irnlax 7,.17
und fiir Kpax = 0 ist die Summe tiber k leer (so dass nur der Corner—Corner-Fallback wirken
kann, falls Ey # 0).
2.3 REAL-Zustand (Leitwerte), Laplacian, Energie
Ein REAL-Zustand zur Zeit n € Ny ist eine Leitwertfunktion

cnt E— (0,00).

Initialisierung. Setze deterministisch co(e) := 1 fiir alle e € E.
Definiere die gewichtete (loop-less) Laplacian L, € RIV*IVI durch

—cn({z, 9}), x #y und {z,y} € E,
(Ln)xy = 07 x 7& Yy und {Q?, y} ¢ Ea
Ez:{z,z}eE’ Cn({x7 Z})v =Y.
Die zugehorige Dirichlet-Energie ist fiir f : V — R:
&) =5 Y enlley)) (F@) ~ F@) = 5 FTLaf

{z,y}€F



2.4 pra-OQS-Hilbertraum (optional pra-Partonen vorbereitet)

Fixiere d,, € N (Default: d, = 1) und setze
Hy :=(*(V) (kanonische ONB {|z):z € V}), H:=Hy @C%,

Alle Operatoren/Laplacians wirken kanonisch als L, ® I, auf H.

2.5 pra-0OQS-Channel auf den Rand (CPTP, Direkt-Summen-Coarse-
Graining)

Sei Pg, : £?(V) — £2(V) der orthogonale Projektor mit

(PBy f)(2) = Lizepy) [ (2)-

Setze P := Pp, ® 13, € B(H). Fixiere eine Referenzdichtematrix op, auf H mit Pop,P = op,.
Als kanonischen Default setzen wir

1 1
0B, i= P

= P.
TY(P) ‘BO| dp

Definiere den CPTP-Kanal
®p,(p) := PpP +Tr((I — P)p) opB,.

(Hinweis: Dies ist ein deterministisches Projektions-/Ersetzungs-Coarse-Graining in der Direkt-
zerlegung (2(V) = (2(By) @ ¢*(V \ By), keine ontische rdumliche Tensorfaktorisierung.)

2.6 Vollstandiger OQS-Zeitschritt (Repeated Interactions) + quantenbasierte
Riickkopplung

a. Diskreter OQS-Zeitschritt als CPTP-Kanal (Repeated Interactions). Fixiere eine
endliche “Ancilla”-Hilbertraumdimension dg € N (Default: dp := 1) und setze Hp := C%.
Fixiere einen (deterministischen) Ancilla-Startzustand o € B(Hg), og = 0, Tr(og) = 1
(Default: op := 14, /dE). Fiir jeden Zeitschritt n € Ny fixiere einen unitdren Kopplungsoperator

Definiere den reduzierten Systemkanal
Ta(p) = Trny(Un (p@ 08) UY),  p€B(H), p= 0, Tr(p) = 1.

Dann ist 7, CPTP (Stinespring-Dilation).[7] Als OQS-Zeitschritt mit Rand-Coarse-Graining
definieren wir

prt1 = Vp(pn) == (I)Bo(ﬁb(pn))'

Kanonische, graph-intrinsische Wahl von U,, (minimal, implementierbar). Wir setzen
(diskrete Zeit) eine feste Schrittweite At > 0 und definieren

Hy =L, ® 1y € B(H),  Up:=exp(—i At (Hy ® Ly, + 1 © Hp + Hingn)),

wobei Hg und Hin,, Modellwahl sind. Als kanonischen Default setzen wir Hg := 0 und Hing p, 1=
0. Minimal geniigt Hr = 0 und eine lokal begrenzte Kopplung Hjn,, die nur auf einem
deterministisch fixierten Rand-/Patch-Support wirkt (z.B. auf £2(By) ® C% C H). (Dies ist
bewusst pra-geometrisch: keine Mannigfaltigkeit, keine Lorentzstruktur.)



b. Kontinuierliches Zeitlimit (GKSL) als ableitbarer Effektivfall. In “repeated in-
teraction”-Modellen konvergiert die reduzierte Dynamik unter Standard-Skalierungen (weak
coupling / continuous interaction limit) zu einer quantum dynamical semigroup mit Genera-
tor in GKSL/Lindblad-Form; dies rechtfertigt die Verwendung einer GKSL-Halbgruppe als
Effektivebeschreibung, statt sie nur zu postulieren. [10, 11, 8, 9]

c. Quanteninstrument (optional) als deterministische Feedback-Schnittstelle. Fixiere
fir jedes n ein endliches Outcomeset ), und Kraus-Operatoren {K,, , € B(H)}yey, mit

Y K Kny=1.

YEVn

Definiere das (selektive) Instrument M,, ,(p) := KmypK;fL’y und den nichtselektiven (determinis-
tischen) Kanal

M (p) = Z My (p).

YEVn

Hinweis: Die Definition bleibt deterministisch, wenn ausschlielich M,, verwendet wird. (Selektive
Trajektorien y wéren ein zusétzliches, optionales Sampling-Layer.)

Default (kein Instrument). Falls kein Instrument modelliert werden soll, setzen wir kanonisch
Vp = {0}7 Kn,O =1, M, =1d, = Pn = Pn.

d. Quantum-first Makrosignale aus Zustandsfunktionalen (keine exogenen Signale).
Fiir jedes Level k € {1,..., Kpax} und Wort w € S¥ definiere den orthogonalen Projektor

Pr, - (V)= CV), (P, f)(@) = 1ger,) f(2),
und setze
My = Pr, ® Iy, € B(H),  mn(w) := To(Mly pn),  fn = Ma(pn).
und definiere das kanonisch beschrankte Feedback-Signal
K3(w) := tanh(m, (w)) € [0,1).

Damit kann der Driver-B geschlossen werden, indem k,(w) (oder eine Mischung) aus x(w)
gebildet wird (siehe Driver-B).

Giiltigkeitsfenster / verbleibender klassischer Input.

o Kein Kontinuums-Input: keine Mannigfaltigkeit, keine Metrik, keine Lorentz-/Poincaré-
Struktur.

o Verbleibende Spezifikationen: diskrete Uhr (n, At), Wahl von dg, o, Hintn und ggf. der
Instrument-Kraus-Familie {K,, ,} (Modellentscheidungen, nicht Kontinuumsphysik).

o GKSL als Effektivregime: erfordert die iiblichen Markov-/Grenzannahmen des repeated-
interaction Limits.



2.7 Globales DtN/Kron auf B, und Randenergie-Summe (kein Freeze)

Globales DtN/Kron auf Bj (deterministisch regularisiert). Dies ist die (regularisierte)
Kron-Reduktion bzw. der Dirichlet-to-Neumann-Operator des gewichteten Graphen.[5, 4]
Schreibe V' = By U I mit I := V' \ By und blockzerlege (in der Patch-1-Subset-Ordnung)

I :<<LH>BB (Ln>BI>
"\ En)ie (La)ir )

Falls I = 0, setze A, := (Ly,)pp. Falls I # (), definieren wir deterministisch
Str = (L) ir+ (Ln)11), 0K glob = Efloor - max{1, [|Srr||r}, (Ln)11reg = S11+0K globd,

und setzen
Ay = (Ln)BB = (Ln)B1 (Ln) 1} reg (Ln)1B-

(Kron-Reduktion als Schur-Komplement; deterministische Regularisierung zur Implementierbar-
keit.)

Randtests und Randenergie. Fixiere den Ankerindex ig := min(S,) = 0. Fiir jedes i €
Se \ {io} definiere y*) € RIPol durch

yO) =1, yPbi) =0,  y(b;) =0 (G #i,i0).
Definiere
Ebon = %(y(i))TAn y L= Y
1€Se\{i0}
Rand-inzidente Kantenmenge (kein Freeze). Definiere
Ey:={{u,v} € E: u € By oder v € By}.
Alle Kanten (auch FEj) werden durch Driver-B mitgetrieben; zusétzlich wird per A, die

Randenergie-Summe erhalten.

3 Widerstandsmetrik (zwei Optionen; Option 2 bevorzugt, um-
schaltbar)

3.1 Option 1 (konzeptuell): Pseudoinverse
Definiere (formal) fiir verbundene Graphen
Ry (u,v) := (ey — ey) ' Ll (ey — €0), dn(u,v) ==/ Ry (u,v).

6, 4, 1]

3.2 Option 2 (bevorzugt, implementierbar): grounded solve + deterministi-
scher Jitter

Wihle deterministisch den Ground-Knoten

= inid(z).
g += argmini ()



Sei 7y : RIVI — RIVI=1 die Projektion, die die g-Komponente entfernt. Sei L%g) die reduzierte

Laplacian, die aus L,, durch Entfernen von Zeile/Spalte g entsteht (in Patch-1-Subset-Ordnung).
Setze
OR = Efloor * max{lu Hngg)HF}

Fiir u,v € V definiere b := m4(e, — €,) und l16se deterministisch

(LY +6rNz=b,  Ru(u,0):i=b"a,  du(u,v):=1/Ra(u,0).

4 Driver-B (pra-geometrischer Feedback-Treiber; rand-inzident
inklusive)

4.1 Adressmengen und kanonische LCP-Zuordnung von Kanten
Fiir z € V definiere aus Patch 1:
A, = {w € Skmx ;. 35 € S, mit (w,i) € Rep(z)}.

Fiir Wérter u,v € SEmax bezeichne lep(u,v) € SeFmax den ldngsten gemeinsamen Prifix. Fiir
eine Kante e = {z,y} € E definiere die Kandidatenmenge der Prifixe

P(e) := {lep(u,v) : u € Ay, v € Ay} C S5tmax,

Falls P(e) = 0 (dies sollte fiir F gemafl der Kantenkonstruktion nicht auftreten), setze determi-
nistisch

lep*(e) := 0.

Andernfalls definiere deterministisch

lep*(e) := mi P(e): =
b’ () i=ming,, {p € P(e)  |pl = max Jal},

d.h. maximal nach Lénge, Tie-break: lexikographisch minimaler Prafix. Setze
l(e) := [lep*(e)| € {0,1, ..., Lmax}-
Fir k € {1,..., Kpax } definiere

{Préﬁx der Lange k von lep*(e), {(e) > k,
w(e) 1=

1, l(e) < k.

a. Konvention fiir ¥ = 0. Wir identifizieren S? = {()}. Fiir w = ) setzen wir

By= DBy, Vp:=DBo, Iy=0, Qup:=(Ln)BoBy  Anp:= (Ln)By,Bo-

Ferner setzen wir deterministisch

valid(n, 0) := 1.

Ferner definieren wir die Corner—Corner-Kantenmenge

Ey:={ec E: le) =0}



4.2 Zellrander B, Zell-Vertexmengen V,,
Fiir k € {1,..., Kmax} und w € S¥ definiere die Zellrandknoten

buy,i == [(wiLma"_k, i)] ev, 1 € S, By :={bw, i € S.}.

~
Lmax

Definiere die zugehorige Zellkantenmenge
ER .= {ee E: wi(e) = w}.

Definiere
Vi ::( U {ujv}) U Bu,  Iy:=Vy\ By.
e:{u,v}EEiUk)

4.3 Lokaler loopy-Laplacian (physikalisch bevorzugt: principal submatrix +

Shunts)
Fiir w € S¥ definiere den lokalen loopy-Laplacian als Hauptuntermatrix

Qn,w = (Ln)Vw,Vw-

Dies entspricht: Off-Diagonalen nur fiir interne Kanten in £ mit beiden Endpunkten in V,,,
wihrend die Diagonale alle inzidenten Leitwerte (inkl. Kopplungen nach auflen) als Shunts
enthalt.
4.4 Lokales DtN/Kron auf B, (deterministisch; total definiert)

Blockzerlege @y, nach V,, = By, U L,:

Q — (Qn,w)BB (Qn,w)BI ]
o (Qn,w)IB (Qn,w)ll
Falls I,, = (), setze Ay, 1= (Qn,w)pp und valid(n,w) := 1. Falls I,, # 0, definiere
S, w) = 5((Qnw)1r + (Quw) 1),
S (n,w) := eaoor - max{1,||Srr(n,w)||r},
(Qn,w)][,reg = S][(?’L, w) + (5[{(?1, w)I

Setze valid(n, w) := 1, falls der Cholesky-Test fiir (Qn,w)r1,reg erfolgreich ist, sonst valid(n,w) :=
0.
Falls valid(n,w) = 1, setze

An,w = (Qn,w)BB - (Qn,w)BI (Qn,w)?[{reg (Qn,w)IB-
Falls valid(n,w) = 0, setzen wir deterministisch
An,w = (Qn,w)BB-

(Interpretation: Keine Inversion; nur die loopy-Randkopplung bleibt. Da &, (w) ohnehin durch
valid auf 0 gesetzt wird, dient dies ausschliefflich der Totalitdt der Definition.)

4.5 IDEAL-Referenzen fiir Driver-B
Definiere fiir alle w die IDEAL-Referenzen als
ALDEAL = Aow, und analog ggf. D%UDEAL = Do w,

wobei Dy, ,, (falls verwendet) aus der Widerstandsmetrik d,, auf den Randpunkten B,, gebildet
wird.



4.6 Mismatch-Funktionale (3 Alternativen; Default = DtN-Shape)

Definiere den “anchored trace”

tranch (M) :== Y My,
iESo\{’iQ}

in der Patch-1-Randordnung.

a. (Default, physikalisch bevorzugt): DtN-Shape-Mismatch. Setze

- Apw
Ap oy = . )
max{tranch(An,w), Efoor }
AIDEAL ._ Aow
w max{traneh (AO,w)a Eﬂoor} ’
Mismatchg)(w) = Han - /A\EDDEAL”F‘

b. (optional): Rand-Distanz-Mismatch iiber d,,. Definiere

Diyao(2, ) := dp(bw,i, bw,j),

D
max{ || Dn,wl| 7, Efioor }’
Mismatch? (w) := || Dp.w — Do wl|r-

~
Dy =

c. (optional): Spektral-Mismatch von IA\n,w. Seien A(-) die sortierten Eigenwerte. Setze

Mismatchg)(w) = H)\(Kn,w) - )\(KO,w)Hz'

Auswahl. Fixiere einen Modus mp € {1,2,3} (Default mp = 1) und setze Mismatch,,(w) :=
Mismatch("5) ().
4.7 Kappa-Sattigung und Override

Definiere
RECOMIAW (1) := tanh(Mismatch, (w)) € [0, 1),

RESM (w) = {

REEOMIAW (1)) - valid(n, w) = 1,
0, valid(n, w) = 0,

tanh(m,(w)), valid(n,w) =1,

K (w) == .
0, valid(n,w) = 0.

Corner-Override (Totalitat fiir w = (). Da m,(w) nur fir w € Uf;“f" SE definiert ist,
setzen wir deterministisch

kin(0) = w527(0).
Insbesondere gilt fiir den Default 6 = 1:

kin(0) = &5°(0).
Fixiere einen deterministischen Mischparameter 6 € [0, 1] (Default 6 := 1) und setze
kn(w) := (1 = 0) k™ (w) + kI (w).

Fixiere zusétzlich eine Polaritit op € {+1,—1} (Default op = +1).



4.8 Zellverteilung p und Zentrierung p (Dirichlet-Glattung)

Fiir k€ {1,..., Kmax}, w € S¥ und e € B setze en,w(€) = cp(e). Definiere (falls |E1(Uk)| > 0)

(k)
Enw(e) +eo/|Ew’| - 1 ~ =~
e) .= N = y e) .= e) — s
prete) S vepp (@) te’ T B Pl e) = pnel€) e

und falls \El(uk)| = 0 setze deterministisch py, , = 0.
Analog fiir w = () und Ey:

Cn(e)—l—e’;‘o/‘E@‘ _ 1

Prole) = Seer, cn(€) +eo’ bo== |E|’ Pro(e) = Pro(e) = Po;

und falls [Ep| = 0 setze p, g = 0.

4.9 Update-Exponent A, (rand-inzident inklusive)

Fir e € E definiere

Kmax

An(e) ‘= — 0B Z ag 1{wk(e);éJ_} Hn(wk(e)) ﬁn,wk(e) (6)
k=1

— 0B1{y(e)=0y Fn(D) Prgle).

(fiir Knax = 0 ist die Summe leer)

4.10 Leitwert-Update (alle Kanten) + Randenergie-Erhaltung (kein Freeze)
Provisorischer Update-Schritt.

Cnt1(e) == cp(e) exp(An(e)), Ve € E.

Rand-Normalisierung iiber ),,. Fir A € R definiere

) _Jenn(e)exp(N), e€ By,
Cn+1(e) ~
ent1(e), e ¢ Ey.
Sei A;A_zl die aus CSL/\_gl gebildete DtN-Matrix gem8 (R4), und €RY, ., ()) die daraus berechnete
Randenergie-Summe.
Wir wahlen )\,, deterministisch so, dass

gtB()(]t,n—l-l()‘n) = tBoot,n'

Die Bestimmung erfolgt deterministisch durch Bracketing + Bisektion (feste Iterationsbudgets;
gleiche Rechenreihenfolge).

Deterministischer Fallback. Falls das Bracketing/Bisection-Verfahren innerhalb eines festen
Iterationsbudgets keine Losung findet, setze deterministisch \,, := 0 und markiere den Schritt als
numerisch invalid (Logging), ohne die Definition zu verlassen.

Finaler Schritt.

cnt1(e) == cﬁ;\ﬁl)(e), Vee E.

10
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